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Capitulo 1

Series Numéricas

Las series numéricas son sucesiones muy particulares ya que se definen (o se generan) a
partir de otra sucesion. Dos ejemplos sencillos aparecen en la definicién de e y en la “Paradoja
de Zendén”.

Una forma de definir e es a través de la sumas:?

o1 3! nl il
=0
cuyo limite es e, es decir:
+o0o
1
da=e
= n!

Sin entrar en pormenores sobre la historia de la tortuga y su particular caminata, en ella

aparece una suma de reales en la que cada sumando es la mitad del anterior:
! + = ! + = ! + 1 + -+ 1 - |
20 T ol T 92 " 93 2n_l_02z ’
cuyo limite es 2, o sea:
—+00
> =
n=0 2n

Como veremos méas adelante, si bien fue presentado sin rigor, se trata de un par de ejemplos

de series convergentes, para percibir la diferencia veamos el siguiente ejemplo:

1+2+4+8+16+32+~--+2":Z2i .

En caso de calcular el limite de esa suma, es notorio que es infinito.

'Recuerde que 0! = 1.
2Recuerde que k° = 1.



Es decir:
n

, i
i ) 2= oo
7=

1.1. Definiciones y conceptos

Definicién 1.1 Sea (an)nen una sucesion real. Definimos una nueva sucesion (Ap)nen , @ la
que le llamamos serie generada o engendrada por (a,), a la siguiente:

A() = Qg

Al =ap+ar

A =ap+ a1 + az

’ n
Ay =ap+ar+ax+---+a, =) a;
i=0
A A, se le llama suma parcial de la serie o también reducida enésima de la serie.

Usaremos la notacion ) a, para referirnos a la serie generada por (ay).

n

Ejemplo 1.2 La sucesion dada por a, = X genera (4,) : A, = Y. %. Esta sucesion es
i=0

conocida por nosotros (es decir, esta serie) y su limite es el nimero e .

n . ,l""'l
Ejemplo 1.3 La sucesion dada por a, = (%)n genera Ap, =Y (%)Z =1 13,1 .Su limite es
i=0 3

3
5-

n .
Ejemplo 1.4 a, = (—1)" genera A, = > (-1)'=1—-1+1—-1+1—---+(=1)". Porlo que,
i=0

[ ]
Sin =2, tenemos que A, =1, es decir, Ay =1

°
Sin #2, tenemos que A, =0, es decir, Agiy1 =0
= (A4,,) no tiene limite.

Ejemplo 1.5 Consideremos la sucesion de los nimeros naturales, es decir (a,,) = (1,2, 3,4, ...).
n

Dicha sucesion genera la A, =14+2+3+---4+n=> i= %
i=1

n(n+1)
2

Claramente, lim A,, = lim = +4o00.

Como hemos podido observar, estas sucesiones tan particulares (a las que convenimos en
llamar series) puden tener limite o no. Si bien ya estan definidos estos conceptos, al tratarse
de un tipo de sucesiones con aplicaciones y usos particulares e importantes, daremos algunas

definiciones al respecto.
Definicién 1.6 Sea ) a, una serie, decimos que:

» Y a, converge ( notacion: » a, C ) & limA, =k R



(o0}
En este caso decimos que la serie Y. a,, converge con suma k y escribimos que> +z: an, = k.
n=0
lim A,, = +00
» Y a, diverge ( notacion: Y a, D ) < o
lim A, = —00
En este caso decimos que la serie Y a, diverge a mds o menos infinito (segun correspon-

da).
» Y ay, oscila (notacion: Y a, OSC) <no existe lim A,,.

Observaciéon 1.7 Notese que el comportamiento de una serie no se modifica si no tenemos
en cuenta a los primeros p términos de la sucesion que la genera. Lo que si se modifica es, en

caso de convergencia, Su suma.

Observaciéon 1.8 En aquellos ejercicios que se pide “clasificar una serie” debemos determinar

st la misma converge, diverge u oscila.

1

Ejemplo 1.9 Consideremos la serie ) FCESIR

Intentaremos clasificarla y en caso de conver-

gencia encontrar Su Suma.

_1
n+

Como n(n+1)
P

1
T =D P ot (o) =15k o

= % , las sumas parciales de la serie son de la forma:

+oo
Por lo tanto Y. ——L— es una serie convergente y su suma es 1, es decir, >
n=1

1 —
n(n+1) n(n+1) — L.

De donde, 2% C y suma es 2.

Los ejemplos 1.3 y 1.9 son casos particulares de unas clases de series que son las geométricas

v las telescopicas. A continuacién definiremos cada una de ellas y las clasificaremos.
Definicién 1.10 Liamaremos series geométricas a las de la forma: Y ¢" , g € R.

Definicién 1.11 Diremos que una serie Y a, es una serie telescdpica si y solo si existe una
bn - bn+1

sucesion (by) tal que a, = 0 . (es decir, si el término general de la (a,) se puede

bn+1 —bp,
expresar como la diferencia de dos términos consecutivos de otra (by) ).

Teorema 1.12 Sea una serie geométrica Y q". Entonces:

400
1. Si|q| <1 tendremos que Y ¢ C y ademds > q" = ﬁ
n=0

331 bien hemos escrito que sumamos a partir de n = 0, esto no es riguroso, bien pudo sumarse a partir de

cierto natural p > 0.



2. Siq>1 tendremos que »_ q" D
3. Siq < -1 tendremos que >_q" OSC

Teorema 1.13 Sea una serie telescopica > an, (esto es: a, = by, — byy1). Entonces:

“+o00o
1. Silim b, = k € R, tendremos que _ a, C y ademds > a, =by — k

n=0
400
2. Silim b, = 6 , tendremos que Y an D, (a Foo respectivamente)
—00

3. Sino existe el lim b, , tendremos que > a, OSC.

1.2. Propiedades de las series

Estas propiedades tienen relevancia pues las integrales también las verifican con las analogias

del caso..

Propiedad 1.14 FEsta propiedad fue mencionada en la observacion 1.7. Es decir:
si dos sucesiones (an) y (by) estdn vinculadas de la siguiente manera: a, = by, en donde
p € N, entonces Y an, y > by tienen el mismo comportamiento, (esto es, ambas convergen,

ambas oscilan o ambas divergen).*

Propiedad 1.15 Si dos series Zan y > by, son convergenetes, entonces > (an + by) también

+o00
lo es y si ademds tenemos que z an =11 y > by =la, entonces Z (an +by) =11 + 1o
n=0 n=0 n=0

Propiedad 1.16 Sean ) a, y k € R*, entonces Y a, y Y (kay) tienen el mismo compor-

+oo +o00o
tamiento y si ademds > an, =1 entonces > (ka,) =kl .
n=0 n=0

Observacién 1.17 Las propiedades 1.15 y 1.16 se conocen con el nombre de propiedades de

linealidad.

Propiedad 1.18 Condicion necesaria para la convergencia de una serie.

Sea Y a, una serie convergente, entonces lima,, = 0.

Tal como su nombre lo indica estamos ante una condicién necesaria de convergencia. Dicha
condicién no es suficiente para garantizar la convergencia de una serie, para eso, veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.19 Sea > L ( ) Probaremos que es divergente pese a que lim (L (”T‘H)) =0
p p
YL =X (L(n+l)~Ln)=L(p+1)-L1 — +oo,
n=1

n=1 p——+00

p;r lo tanto > L (%) D

4De ser ambas convergentes y si conociéramos la suma de una jes posible deducir la suma de la otra?

A



1.3. Series de términos positivos

Definicién 1.20 Decimos que una serie es de términos positivos® si la sucesion que la genera

tiene su recorrido contenido en [0,400). En otras palabras, > an es S.T.P.< a, >0 V¥n € N

Observacién 1.21 Notemos que en virtud de la propiedad 1.14, las propiedades que probemos
en esta seccion serdn validas para aquellas series generadas por sucesiones (a,) tales que a, > 0
vn €N, n>p.

Proposicién 1.22 Las S.T.P. no oscilan, mds especificamente: la serie de términos positivos

> ay serd convergente o divergente segin { Ay} sea un conjunto acotado o no.

Teorema 1.23 Criterio de comparacion I.

Sean (ay) y (by) tales que 0 < a, <b, , n € N 6. Entonces tenemos:

1. > b, C=>a,C

2. YNa, D=0, D

Corolario 1.24 Criterio de comparacion I1.
Sy an y by son ST.P. yellimir =k € R, entonces Y. an y > b, tienen el mismo

comportamiento (es decir, ambas convergen o ambas divergen)

Ejemplo 1.25 Clasifiquemos % Para clasificarla la compararemos con m, serie de
la cual conocemos su comportamiento. Fue clasificada convergente en el ejemplo 1.9.
1

’ 2 ’ . . . .
Como lim —— = lim "T'H =1, tenemos que ambas series tienen el mismo comportamiento

n(n+1)

y por lo tanto " 5C .

Observacién 1.26 De hecho, al conocer que Z#(C podemos concluir, por el criterio de

comparacion I, que n%@ , cualquiera sea o > 2.

Ejemplo 1.27 Clasifiquemos > % En este caso la compararemos con la serie Y L ("TH)
1
n

Primero veremos que tienen el mismo comportamiento: L (”TH) =1L (1 + %) ~ = . 0 sea

L(22)

que lim ——"—= =1 y por lo tanto tienen el mismo comportamiento. Como fue demostrado en

el ejemplo 1.19, > L (”TH) D, por lo cual, > %]D).

Observacién 1.28 De hecho, al conocer que ) %D podemos concluir, por el cirterio de com-
paracion I, que n%]D , cualquiera sea o < 1. Uniendo esto a lo observado en 1.26, nos faltaria
saber qué comportamiento tienen las series de la forma n% solamente para o € (1,2). Es-

tas series llamadas series armdnicas pueden clasificarse totalmente por varios métodos, dos

5De hecho, se trata de series de términos no negativos.
SEn virtud de la propiedad 1.14 bastaba con que se verificara a partir de algin natural.



de los mds conocidos son el criterio de la integral de Cauchy y el criterio llamado “del 2F”
(ver [1]). Nosotros, dado que los mecanismos usados en ellos exceden los contenidos del curso,

aceptaremos que »_ n%(c para o € (1,2) y en resumen tendremos que:

1
Zi { C para a> ' (1.1)
noz

D para a<1

Ndétese que para cada o > 1 tenemos definido un nimero real y por lo tanto una funcion.

Dicha funcidén es conocida como “funcion zeda”, es decir,
—+00

¢:(1,400) — R tal que ¢ (z) = 3 &

n=1

iy

Observacién 1.29 Algunos datos de esta funcion:

=1
= ((2)= > ;7=
n=1
=5 4
" ((4) = nf =907
n=1
+oo
)= 3 = g
n=1
"=t

Las series armonicas, a su vez, son clasificadas a través de una generalizaciéon mayor: las

series de Bertrand.



1.3.1. Series de Bertrand

Definiciéon 1.30 Llamamos series de Bertrand a las generadas por sucesiones de la forma:

() =
Q) @ Qp =
T a8 (n)
donde o y B son numeros reales.
Es decir, )
a, es de Bertrands a, = ————, o, B € R.7
2. " naLf () g

Teorema 1.31 >
nOé

1
———— se clasifica de la siguiente manera:
LY (n)

= converge si a > 1, cualquiera sea 3
» diverge si a < 1, cualquiera sea 3

» sia =1, converge si > 1 y diverge si 3 < 1.8

1.4. Convergencia Absoluta
Teorema 1.32 Sea una sucesion (ay) tal que > |ay| C. Entonces Y a, C.

Definicién 1.33 Decimos que la serie Y a, converge absolutamente (o que es absolutamente

convergente) si y solo si Y |a,| C.
Notacién 1.34 > a, CA.

Observacién 1.35 El corolario 1.82 se enuncia de la siguiente manera: “si una serie converge
absolutamente, entonces converge”. Mds adelante veremos, a través de contraejemplos, que el
reciproco no es cierto, es decir: una serie puede ser convergente pero la serie de los valores

absolutos ser divergente.

Ejemplo 1.36 Clasifiquemos ) *°5". Veremos que converge absolutamente y que por lo tanto

converge.

Como —1 < senn < 1, tenemos que ‘s‘;#‘ < # Luego, como Zn% C por tratarse

de una serie armonica de exponente 2, tenemos, en virtud del criterio de comparacion I, que
> }ﬁ#! C, lo que implica que)_ *5* CA y de ahi que ) *25* C.

En la préoxima seccién veremos un nuevo tipo de series, llamadas series alternadas y su

principal resultado: el teorema de Leibniz.

"M3s atn: las series de Bertrand son de la forma: m7 etc.

8Este resultado se extiende para més pardmetros.



1.5. Series alternadas

Definicién 1.37 Decimos que una serie es alternada si y sdlo si es de la forma > (—1)" ay,

donde (ay) es una sucesion tal que ap, >0 o0 ap <0 para todo n € N.

_1\n+1
Ejemplo 1.38 Consideremos la serie ) % Como puede observarse, es una serie alter-

nada. Veamos el comportamiento de sus sumas parciales.

_ (™' _ 4 _ 1,1 _1,1_1,1_1_ 533
'A8_Zl o =l-gts—g+5-5t7 5= 0
n—=
B (=n"*t 1,1 1,1 1,1 1,1 1 1 1 1627
s A= i =logtgoatsostr st w0 =45+ (5 1) = 23w
n—=

En general, tenemos que (Aay) (sumas parciales de indice par) es una sucesion estricta-

mente creciente.

Veremos que ocurre con las de indice impar.

5
_ (=prtt 1,1 1, 1_ 47
= A=) =l ts—ats =4

7
D™t 111111 11y _ 319
'A7_Zl = _2+3_4+5_6+7_A5_(6_7)_420
n—=

En general, tenemos que (Aant1) (sumas parciales de indice impar) es una sucesion es-

trictamente decreciente.

Esto prueba que (Agp, Aant+1) €s un par de sucesiones mondtonas convergentes cuyo limite
comain es el llamado elemento de separacion, en este caso es L2.° Es importante notar también,
que por el hecho de que Az, < L2 < Agpy1 y de que ambas tienen el mismo limite, éste puede
ser aproximado por una suma parcial A, cualquiera, de la que estamos sequros que el error
cometido (sea €ste por defecto o por exceso) es menor que a,11, es decir por el primer sumando

que no es tenido en cuenta en la suma parcial. Por ejemplo: L2 =~ 1 — % + % — i , donde el

error (en este caso, por defecto) es menor que % 10
El ejemplo que acabamos de estudiar no es mas que un caso particular de lo que ocurre en

el siguiente teorema.

1
n—l—a

Teorema 1.39 Sea (a,) una sucesion decreciente tal que lima,, = 0. Entonces Y (—1) n

es una serie convergente cuya suma k=~ Ap CoMn un error menor que Gp41-

Observacién 1.40 FEste teorema es conocido como “criterio de Leibniz para series alter-

nadas”.

(—1mt?

9No es trivial que = L 2, por lo que aceptaremos dicho resultado.

n=1
10Recuerde el lector que L2 € 0.693, que 1 — % + % — i = 1—72 € 0.583

10



(=D"

n!

Ejemplo 1.41 Se considera la serie ) . La misma puede ser clasificada por el criterio

de convergencia absoluta como convergente (intente hacerlo). Sin embargo usaremos para ello

el criterio de Leibniz. Veamos si la sucesion (an) : an = % satisface las condiciones:

, 1_
. hmm—(]

= Apyl = ﬁ es evidentemente menor que a, = % , luego (ay,) es estrictamente decre-

ciente.

Por lo que acabamos de probar, en virtud del teorema 1.39 tenemos que (_n—l,)n C.

Ademds podemos calcular aproximadamente su suma. Intentaremos calcularla con un error
p n
—1
menor que ﬁ. O sea, debemos hallar p € N de modo que su suma k = % con un error
n=0 ‘
1

menor que ﬁ. Para ello buscaremos p que cumpla que T < ﬁ, o lo que es lo mismo,

que (p+ 1)! > 10000, lo que vale si y sélo sip > 7.

7
~ (=" _ 103 1 1
Por lo tanto k = ) “—7— = g5 cOn un error menor que g = 35 (bastante menor que

n=0

lo que se pedia).

+o0 n
* s . . . —1
Observacién 1.42 El limite anterior, de hecho es ( n,) = % Compruebe con su calcu-
n=0 ’
ladora que los datos obtenidos en el ejercicio anterior son correctos.

Ejemplo 1.43 Contraejemplo del reciproco del corolario 1.32.

Como dijéramos en la observacion 1.35, existen series convergentes pero que no son abso-
lutamente convergentes. La siguiente es una de ellas.

Sea > #, como acabamos de ver, es una serie convergente con suma L2, sin embargo,
en valor absoluto, se genera la serie Z% que es divergente. Este tipo de series da motivo a la

siguiente definicion.

Definicién 1.44 Decimos que la serie Y a, es condicionalmente convergente (se denota CC)
siy solosiy a, C y> l|an| D.

Ejercicio 1.45 FEncuentre otros ejemplos de series que convergen condicionalmente.

Observacion 1.46 Las series condicionalmente convergentes han sido objeto de estudio de
célebres matemadticos, entre ellos estd Riemann, quien demostré una propiedad sorprendente:
st una serie es condicionalmente convergente, entonces podemos reordenarla de modo que su
suma sea el numero que se elija, o bien que diverja a mds o a menos infinito o hasta se podria

lograr que oscilara del modo elegido.

11
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